Annuario della EST

estratti




trutture di Arrigo Cl“ ‘
tente i centri direzi®

da travature met
0.

: g
‘endendo mtuxblk‘:
sessario e nascos™

1 NICOLET!

MANFRED

dt F., Ponts- PuenteSs :l
., Tensile structuress W
. (1986); Wallhc}r{ R. oo
985); Wittfont He 75
1984); Otto F., I :::"’
lano (1984); Billing! 5.
idge, New York (198

|/C10 SAFFARO

iui poliedri platonici

jstono poliedri composti di soli triangoli equilateri, i del-
edri, che si potrebbero chiamare platonici e che costitui-
ono una sottoclasse ristretta, ma di cospicuo interesse este-
. ¢ strutturale, della classe infinita dei deltaedri. Ed esi-
{ono persino poliedri immaginari che, pur nella loro totale
srazione, presentano notevoli proprietd combinatorie

b6 la geomnetria rientrare in una te-

W’ dei caratteri esteriori?

hovalis (Frammenti matematici)

-pa ferrea legge, la ben nota formu-
y §i Eulero, regola Pesistenza deci
,\\liedri convessi nello spazio. Essa

fvee in relazione F (numero delle

4ee di un poliedro), S (numero de-
dspigoli) € ¥ (numero dei vertici):

S+ V=2,

Un poliedro risulta interessante,
nto da un punto di vista matemati-
squanto da un punto di vista esteti-
9, se presenta qualche regolarita.

fiprimendo analiticamente tali re-

vlarita si ottengono uno o pitt nuo-
wincoli tra F, Se V': questi vincoli,
ieme a quello citato di Eulero,

fogono condizioni cosi restrittive

Tesistenza dei poliedri desiderati
3% questi possono esistere solo in

lic § A

S ) 0]ari
¢ A

umero finito, e anche molto picco-

n.S; si cercano i poliedri le cui fac-
§2 slano poligoni regolari uguali,
ganiti allo stesso modo in tutti i ver-

Y, 5i trovano solo i cinque poliedri
tonici. Se si lascia cadere la con-

$ione che i poliedri siano convessi,

ipossono costruire i quattro polie-

i tidi Keplero-Poinsot, le cui facce si

1secano vicendevolmente. Se si

fluncia alla condizione che le facce,
i restando poligoni regolari, siano
g:¢uguali tra loro, si trovano i tre-

poliedri archimedei e, lasciando

g:tre anche in questo casola condi-
: " {iella convessita, se ne possono
g Uuire altri cinquantatré. Infine,

o

Aciando alla regolarita delle fac-
Mantenendo perd la condizione
festino tutte uguali fra loro, si
-0 costruire ancora i tredici
Yedri catalaniani.

N Questo punto la ricerca sarebbe
Mclusa se non si tentassero nuove

§,’ Allargando necessariamente le

lbxh‘ definizioni di poliedro. La

Metria moderna ha superato I’o-
k@k’ della finitezza delle possibili

1 di poliedri dotati di qualche
ta generalizzando la relazio-
;\si Eulero nel modo seguente:
QaruV .= f(gl': 81reeey gn)r dovefé.
srar BZione di un certo numero di
e I€tri che rappresentano le ca-

Tistiche della superficie su cui

pud essere tracciato il grafo corri-
spondente al poliedro. Si possono in
tal modo costruire poliedri tanto
complessi da non poter essere nem-
meno rappresentati. Un altro meto-
do pud essere quello di mantenere
sempre valida la relazione di Eulero
¢ di generalizzare invece i concetti
che stanno alla base della struttura
di un poliedro. In precedenti lavori
si € mostrato come ciod sia possibile
introducendo il concetto di poligono
frazionario e quindi di poliedro fra-
zionario, e inoltre il concetto di po-
liedro costituito da un numero nega-
tivo di elementi. Nel presente lavoro
si procedera nella ricerca introdu-
cendo sia la nozione di poligono
sghembo, sia quella di poliedro co-
stituito da un numero complesso di
clementi.

I POLIEDRI IMMAGINARI

Come ¢é noto, un poliedro regolare
formato da facce poligonali regolari
di p lati, riunite a ¢ a ¢ intorno a un
vertice, & rappresentato dal simbolo
{p, ¢}, dal quale si possono ricavare
tutte le informazioni essenziali sulla
sua struttura per mezzo delle formu-
le:

4 F F
F=—q-'v S=£—’ V=p_1
2p+2q-pq 2 q
sin l=cos z cosec z (1)
2 q q

I cinque poliedri classici corri-
spondono alle cinque possibili cop-
pie di interi p e ¢ che si possono de-
durre dalla formula di Eulero. Qui si
introduce la nozione di poliedro im-
maginario (non si usa il termine
complesso per non creare confusio-
ne con il concetto di poligono com-
plesso introdotto da Sommerville
nel 1929), definendolo come coppia
di numeri complessi {(a+ib),
(c+id)], con a, b, ¢, d numeri interi
relativi, tale che anche i numeri F
delle facce, S degli spigoli ¢ V dei
vertici che da essa si possono dedur-
re secondo le (1) siano numeri com-
plessi con coefficienti interi relativi.

Perché cio sia possibile occorre in-
tantoche F = 4q/(2p +2q-pg) = 4

(c+id)/(2a +2ib +2c + 2id-ac-adi +
~bci+ bd) risulti un numero com-
plesso con coefficienti interi relativi.
Dopo opportuni passaggi si trova
per F I’espressione:

F=§+i%, dove R =8 (ac+
+bd)+4 (c*+d? (2-a),
T = 8 (ad-bc)+4b (¢ +d),

It

Z = (@+b) (c*+d*-dc+4)+

+4 (c*+d? (1-a)+ 8 (ac+ bd);

dunque i coefficienti R/Z e T/Z do-
vranno essere interi relativi. Condi-
zione analoga dovra essere soddi-
sfatta anche da V¢ da S.

Data I'estrema complessita di
un’analisi che possa stabilire per
quali quaterne di valori (a, b, ¢, d)
cio accada, si ¢ tentata una via prati-
ca sclezionando i 29 numeri 0, =1,
*2, 3, 4, £5, +£6, =8, £9,
+10, 212, £14, £15, %16, +18e¢
considerando tutte le possibili qua-
terne che da essi si possono ottenere,
cio¢ 29 = 707281 casi diversi. Tra
questi andranno scartati tutti quelli
per cui Fe V non hanno contempo-
rancamente coefficienti interi relati-
vi. Nell’ambito di questa scelta, il
calcolo eseguito da Arnaldo Chiari-
ni con un programma in FORTRAN
ha provato ’esistenza di 704 poliedri
immaginari. Di questi, 14 sono auto-
duali, cioé si presentano nella forma
a+ib, a+ib}, come ad esempio
6+2i, 6+ 2i}; 14 possiedono un nu-
mero immaginario puro di facce, co-
me {2+, 4-8i] che possiede 8i facce;
18 possiedono un numero reale di
facce, come {2-i, 3+3i] e 2+,
3-3i] che ne possiedono 12. Coppie
di poliedri siffatti, cioé¢ coppie della
forma {a+ib, c+id) e (a~ib, c-id] si
diranno coniugati; allora anche i nu-
meri delle rispettive facce saranno
complessi coniugati. Si diranno in-
vece autoconiugati i poliedri della
forma {a+ib, a-ib}, che hanno la
proprieta di avere un numero reale
di spigoli, come ad esempio {3+,
3-i] che ne possiede 10; di tali polie-
dri ne esistono 22.

Vi sono ancora 14 casi in cui F
assume un valore finito pur essendo
q = o ediconseguenza V = 0,¢e 14
casi in cui V assume un valore finito
pur essendo p = o e di conseguenza

Infine esistono 14 quaterne (a, b,
¢, d), di cui una & per esempio (3, 1,
4, -2), che rendono nullo il denomi-
natore Z nella F = R/Z+iT/Z: al-
lora i valori di F, S e V diventano
infiniti e i relativi poliedri immagi-
nari degenerano in reti piane infinite
di poligoni, come si pud provare os-
servando che ’angolo y formato da
due facce contigue di uno dei polie-
dri in questione & di 180°. Infatti,
ricorrendo all’ultima delle formule
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